« FORMULAGAO MATRICIAL DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR:

Na apresentagdo feita em "Programacao Linear : Conceitos Fundamentais" ja
haviamos indicado que um problema de Programacao Linear expresso na forma standard se
pode representar matricialmente:

Na representagdo anterior, o vector das incégnitas X = [ X1 X2 ... Xn ]JT é um
vector coluna (n x 1), o vector dos coeficientes da fungdo objectivo C =[cq1 ¢2 ... cn]é
um vector linha ( 1 x n ), a matriz dos coeficientes das restricbes A=[ak|] (k=1,2,...,.m;
l =1, 2 ... n)é uma matiz ( m x n ) e o vector dos termos independentes
b=[bg b2 .. bm]T éum vector coluna (mx 1). De notar que 0 é o vector nulo do

tipo (n x 1).

Exemplifiquemos a representagao matricial de um problema de Programacao Linear
com o problema seguinte:
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Ma sua Torma standard, tem-se:
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= FORMULAGCAC MATRICIAL DO SIMPLEX:

A representacac tabular da um problema de Programacao Linear (na
standand} pode ser esguematizada do modo seguinte:
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Recorde-se que esta representacao labular ndo commesponde necessariamente a um
Quadro do Simplex !

Relalivamente ao exemplo anterior, a correspondente representaco tabular seria
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Consideremos agora a2 decomposigao das matrizes X, C e A relativamente as
variaveis basicas e nao basicas:

X = I: Xg | Xp :l Xg (mx1) vector das variaveis basicas
Xp {(n-m)=1) wectordas varidveis ndo basicas

C= I: Cge | Cp :l CBg (1xm) vector dos coeficientes f.o (var. basicas)
Cp (1x(n-m)) wvectordos coeficientes f.o.(var. ndo basicas)

A= |: B | D :l BE (mxm) matriz dos coeficientes restr.(var. basicas)
D (mx(n-m)) matrizdos coeficienles restr.(var. ndo basicas)
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Poderemos, agora, re-escréver a representagdo tabular do problema de
Programacg&o Linear:

o %'ng"sx}xqu e 9<9<+¢-$-w9x<f
SRR S

b o wcow-:- :--'v':-'w-‘h?:
g ke ook i

s

o

'C-:.;.;{.-\.&:N:n.t.g

et
2
e
o
o
=
e
=
=
25

Retomemos o exemplo apresentado anteriormente e consideramos que X e ¥ sfo
varidveis basicas (e, consequentemente, que F4{ e F2 sio varidveis ndo basicas). Ter-se-
-ia, entdo, a seguinte representacio tabular:
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a que correspondem as seguintes matrizes:

Recordemo-nos de uma caracteristica muito importante dos Quadros do Simplex: a
coluna correspondente a cada variavel basica tem apenas um coeficiente unitario (na linha
correspondente a restricdo relativamente a qual a varidvel é basica), sendo nulos os
restantes coeficientes. Assim, num Quadro do Simplex, as colunas correspondentes as
variaveis basicas formam uma matriz identidade e, por outro lado, sao nulos os
coeficientes das variaveis basicas na linha da fung¢ao objectivo.

Como se podera passar da representacdo tabular (decomposta relativamente as
variaveis basicas e ndo basicas) ao correspondente Quadro do Simplex ?

Comecemos por pré-multiplicar B-1por[ B|D | b 1.
B1l.IB|/D|b ] =[8B1B|B1D|B1b ] =1 1|B1D | B-1b ]
Obtivemos, assim, a desejada matriz identidade correspondendo as variaveis

basicas. S precisamos de garantir que os coeficientes dessas variaveis na linha da fungao
objectivo sejam nulos. Na representagéo tabular, esses coeficientes sdo representados por

-CB. Assim, bastara pré-multiplicar + ¢g por[ 1|B-1.D | B-1.b ] e, em seguida
somar a "anterior linha da funcao objective" [ -Cg|-Cp | 0 ]:

+Ccg.[ I|B'D|B1b ] =[ +Cg| +Cg.B1D |[+Cg.B-1b ]

[ -Cgl -Cp L 0 1

[ 0 | -Cp+Cg.Bl.D | +CB.B-1b ]
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Poderemos, agora, completar o esquema que anteriormente apresentamos;

Conseguimos, assim, determinar um Quadro do Simplex directamente, a partir
da representagao tabular inicial (sem levar a cabo qualquer processo iterativo) !

Os coeficientes das varidveis nio basicas nas restricdes sdo dados por B-1.D. ©
vector das variaveis basicas € dado por XB = B-1.b. A funcdo objectivo valera
F =cg.B-1.b. Para simplificar a notacio designaremos por r os coeficientes das variaveis
nao basicas na linha da funcao objectivo no Quadro do Simplex, isto é, r=-Cp + Cg . B-1.D.

Aproveitemos o exemplo que temos vindo a apresentar e determinemos o Quadro
do Simplex correspondente a base ( X , Y ) utilizando a formulacdo matricial do Simplex.
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Poderemos, agora, escrever o correspondente Quadro do Simplex: (i
=]

14
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X Y i Fq Fa2 T.1.
X
I B-1.D B-1.b
Y
F 0 i -Cp+Cg.B-1D |Cg.B-1b
4

X Y Fq F2 T.l.
X 1 0 -1/5 1/5 1
Y 0 1 4/5 1/5 4
F 0 0 8/5 715 16

Como se viu, obtivemos directamente este Quadro do Simplex (por acaso,
correspondente a solugdo optima do problema...) sem levar a cabo qualquer processo
iterativo !  Poderemos comparar este Quadro com o obtido aquando da resolugdo do
mesmo problema pelo Algoritmo Simplex Primal:

| i F4 F2 22 lteragéo
Y | ’
X -1/5 1/5 Xt=1:Y"s4
F | o 8/5 75 | 16 F*=16
Sol. Optima

Como se pode observar, trata-se exactamente da mesma solugdo e dos mesmos
valores dos diferentes coeficientes. Apenas a ordem das variaveis ndo é igual ! Para
obtermos exactamente este Quadro, através da utilizacdo da formulagdo matricial do
Simplex, bastaria constituir a matriz B considerando primeiro a variavel Y e, s6 depois, a
variavel X. Relembra-se, assim, o que ja anteriormente se frisara:

Testemos estes novos conhecimentos com o seguinte exercicio:
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1 2 3 4 5 6 s 8 9 10 X
A solugao 6ptima do problema corresponde a ( X* , Y*)=(6,1), comF*= 9.

b) Antes de se avangar deve-se ter um cuidado inicial: escrever o problema na
forma standard:

E agora so precisamos de identificar a base correspondente a solucdo optima !
Estamos perante um problema com trés restricées pelo que uma base deste problema é
constituida por trés variaveis basicas. X e Y sao positivas pelo que obviamente pertencem

a base optima.

Se observarmos com atencéo a resolugdo grafica do problema, constataremos que
a solucdo 6ptima corresponde ao vértice definido pela intersec¢do da primeira com a
segunda restricbes. Assim, esse vértice corresponde a F1 =0 e F2 = 0 (ja que séo estas as
duas variaveis de folga que correspondem a essas restricdes). Resta-nos, assim, a variavel
F3 para integrar a base.

Poderemos verificar o raciocinio exposto, substituindo os valores de X goY ( X* =6 |
Y* = 1) nas trés restricbes e determinando os correspondentes valores das@ariaveis de
folga. F{*=0;F2*=0 e F3* =2 Ora ca estd o que ja haviamos concitiido: a base
correspondente a solugdo optima é constituida pelas variaveis X, Y e F3.

Avancemos agora para a utilizacdo da formulagdo matricial do Simplex:

Ruy Costa,
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Concluséo: Trata-se da solucéo 6ptima, ja que os coeficientes na linha da funcgao
objectivo sao todos ndo negativos. A matriz B foi escrita considerando a seguinte ordem
das variaveis: X, Y e Fa. Assim, os valores do vector Xg corresponderdo, por esta ordem, a
essas variaveis: X* = 6, Y* =1 e F3» = 2, 0 que confirma os calculos anteriormente
apresentados.  Finalmente, G* = - 9, ou seja, F* = + 9. De notar que todas estas
conclusdes foram obtidas sem que se tivesse escrito um unico Quadro do Simplex !

Poderemos agora escrever o Quadro do Simplex correspondente a solugdo optima
(ja que o enunciado do exercicio o pedia) a partir dos elementos obtidos a partir da
formulacao matricial do Simplex:

X Y F3 | Fq F2 T.1.
X |
Y I ! B-1.D B-1.b
Fa .
G 0 | -cp+cg.BlD |cg.B-1b
4

X Y F3 F1 F2 Tl
X 1 0 0 2 -1 6
Y 0 1 0 -1 0 1
F3 0 0 1 1 -1 2
(e 0 0 0 +1 i -9

Recordemo-nos do esquema que resume a formulagao matricial do Simplex:
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Se, relativamente as matrizes D e Cp for possivel considerar a decomposicao
seguinte

D= I: D1 ] | :l 1 matriz identidade (m xm)

C= [901\ 0 :l 0 wvectornulo (1xm)

ter-se-a um caso particular da formulacdo matricial do Simplex:

Nesta situacdo pode identificar-se a inversa da matriz B, B-1, no Quadro do
Simplex, bem como o vector linha Cg . B-1 (que corresponde as variaveis duais - ver
"Dualidade em Programacéao Linear").

Consideremos agora o exercicio seguinte:
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Para resolvermos o problema teremos de comecar por re-ordenar as vaffaveis
(adoptando a mesma ordem nos dois Quadros), de modo a podermos identifig?r as
desejadas matrizes identidade.

Ruy Cos
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B Dy 1
X5 X2 X{ | X3 X4 Xg | Xs X7 Xo | T
Xs [ 1+ o 2|3 4 3|1 0 0]2 b
Xy | 2 5 4 (-1 o0 & |0 1 0 4
Xe | 8 1 0o |1 0 1 | 0 0 1 [
Fl-2 4 4]-3 -2 4]0 o o] o
-Cp -Cp1 0
| 8-1.04 B-1
X5 Xz Xq | X3 X4 Xg X X7 Xo| T
Xs | 1 0 0 | 115 -1/30 /6 B-1b
X2 | 0 1 0 | -2115 15 0
X¢ | o o 1 | 7115 1/60 -1/12
Flo o o -
0 - Cp1+Cp.B-1.D4 Ccpg.B-1 Cg.B-1.b

[ gt a-"m e g ]
i g._=-cm*65 '1011 Ca H-‘ _,_EC _"h

Calculos auxillares:

B-1.D4 115 -1/30 1/e . 3 4
-21M5 1/5 0 -1 i}
715 1/60 - 112 1 0

~C31+53.B‘1.51=E =3 =2 +4 :I'l'[ 2 -4

315 -8M5 +35
| 13710 28/15 7/5

== U LS

]:' 215 4115 1/5 |

1.[ 25 ans wus 7
3i5 -BM5 +3I5

| 13/10 28/15 7/5 _

i

L -3 .2 +a4 J+[ oz eans a5 ]
 sa2 +3815 +1715 sol. ndo éptima
3 T
caeis 2 -4 1 ].[ 25 ans 45 |=[ oz +ee15 35 ]

=35 -85 +3/5
| 1310 2816 T/5

gins 25 ans s |.[ 2 |=[aens"
315 -8BM5 +3is 4 4/15 |« s.b.a. ndo égenerada
13/10 28115 7/5 | 6 27TM5

Ruy Costa 5006
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ca.a'i.b:[ 2 -4 1 :I

aens | = 3sans]

415
2775

Poderemos, agora, preencher o Quadro do simplex

X5 Xz X4 X3 X4 Xg XB X7 Xg Tl
Xg | 1 0 0 25 415 15 115 -1/30 1/6 | 46M5
X2 0 1 0 -3/5 --8M5 +3/5 :-2/115 1/5 0 4/15
X4 0 0 1 (13140 28/15 7/5 {7115 1/60 -1/12| 27715
F 0 0 0 | 32 3815 17/5 | 9/2 68115 -3/5 |35315

Re-ordenando as varidveis, poderemos ascrever

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 TI
X5 0 0 2/5 415 1 15 -1/30 115 1/6 |46/15
X2 0 1 -3/5 -8M15 0 35 15 2115 O 4115w
X1 1 0 13/10 28/15 0 7/5 1/60 715 -1/12 |277/1
F 0 0 32 3815 O 17/5 6815 9/2 -3/5 3531

A solucdo correspondente & basica admissivel, ndo degenerada e nao dptima.
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